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Disjunkte Fragmente in kritisch n-fach 
zusammenhangenden Graphen 
W. MADER 
It is proved that every finite, non-complete, critically n-connected graph contains two disjoint 
fragments F such that IFI"" n/2. Furthermore, it contains at least four disjoint fragments of any 
order. These results are best possible and imply almost all known facts on vertices of small degree 
in critically n-connected graphs. 
In [1] zeigten Chartrand, Kaugers und Lick, daJ3 jeder endliche, kritisch n-fach zusam-
menhiingende Graph eine Ecke yom Grad:,-;; ~n -1 besitzt. Dies konnte ich in [5] folgen-
dermaJ3en verallgemeinem: Jeder endliche, nicht vollstiindige, kritisch n-fach zusammen-
hiingende Graph hat ein Fragment F mit IFI:,-;; n12. In der vorliegenden Arbeit wollen 
wir zeigen, daJ3 ein solcher Graph sogar zwei disjunkte Fragmente FI und F2 mit I Fi I :,-;; n I 2 
fur j = 1, 2 enthiilt. Hieraus ergeben sich unmittelbar die Resultate von Y. O. Hamidoune 
[ 4] und H. J. Veldman [10], daJ3 jeder endliche, kritisch n- fach zusammenhiingende Graph 
(n;;.2) mindestens 2 Ecken yom Grad :,-;;~n-l enthiilt und, falls er genau zwei enthiilt, 
diese beiden den Grad n haben. Die Beispiele in [4] und [10] zeigen, daJ3 diese Ergebnisse 
allgemein nicht zu verschiirfen sind. 
Ein endlicher, nicht vollstiindiger, kritisch n-fach zusammenhiingender Graph braucht 
nicht mehr als zwei Fragmente F mit IFI:,-;; nl2 zu haben. Wir werden aber in Satz 2 
beweisen, daJ3 er immer 4 disjunkte Fragmente (beliebiger Eckenzahl) enthiilt. Dies 
verallgemeinert ein Resultat von L. Nebesky [9], das besagt, daJ3 jeder endliche, nicht 
vollstiindige, kritisch 2-fach zusammenhiingende Graph mindestens 4 Ecken yom Grad 
2 enthiilt. AuJ3erdem ist damit eine Vermutung von Entringer und Slater [2] uber (n, k)-
Graphen fur k = 2 bewiesen. 
Zuniichst wollen wir die verwendeten Begriffe und Bezeichnungen zusammenstellen. 
Der Terminus 'Graph' bedeute 'ungerichteter Graph ohne mehrfache Kanten und ohne 
Schlingen'. Aile betrachteten Graphen seien endlich, auch ohne besondere Erwiihnung. 
Die Eckenmenge bzw. die Kantenmenge des Graphen G werde mit E(G) bzw. K(G) 
bezeichnet, und es sei I GI:= IE( G)I. Die x und y verbindende Kante sei [x, y l Fur 
A£; E(G) seien G(A) der von A erzeugte Teilgraph von G und G-A:= G-G(A):= 
(E(G)-A, ([x,Y]EK(G): {x,y}nA= 0}). Weiterhin sei N(A; G):={xEE(G)-A: 
VaEA [x, a] E K( GH und fur einen Teilgraphen F£; G sei N(F; G):= N(E(F); G). Fur 
Graphen G und H sei G n H = 0 gleichbedeutend mit E ( G) n E (H) = 0 und x E G 
sei gleichbedeutend mit x E E( G). Den Grad der Ecke x in G bezeichnen wir mit y(x; G). 
Jeder Ecke x des Graphen G sei ein Graph Hx zugeordnet. Wir wiihlen H~ isomorph 
zu Hx , so daJ3 fUr alle x;i' y aus E( G) gilt H~ n H~ = 0. Das lexikographische Produkt 
G[Hx] sei definiert durch 
E(G[Hx]):= U E(H~) 
XEE(G) 
und 
K(G[Hx]):= U K(H~)U U ([X',Y']:X'EE(H~)AY'EE(H~H. 
XEE(G) [x,yjEK(G) 
Wir sagen, G[Hx] entstehe aus G durch Ersetzen von x E E( G) durch Hx. Wenn alle Hx 
isomorph zu H sind, schreiben wir G[H] statt G[Hxl 
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Die Zusammenhangszahl von G bezeichnen wir mit f.L ( G). Fur einen nicht vollstandigen 
Graphen Gist f.L ( G) := min{1 TI: T <:; E ( G) 1\ G - T unzusammenhangend}. Fur den voll-
standigen Graphen Kn+I ist f.L(Kn+1) = n. Wenn f.L( G) ~ n ist, heiJ3t G n-fach zusammen-
hangend. Ein Graph G heiJ3t ein (n, k)-Graph (n, k naturliche Zahlen), wenn fur jedes 
B<:;E(G) mit IBI';;;;k gilt f.L(G-B)=n-IBI. Einen (n, I)-Graphen nennen wir auch 
kritisch n-fach zusammenhangend. Eine Ecke x heiJ3t kritisch in G, wenn f.L ( G - X) < f.L ( G) 
ist; sei Cr (G):={xEE(G):x kritisch in G}. Weiterhin sei .o/'(G):={G(T): T<:;E(G) 
mit ITI=f.L(G) und G-T unzusammenhangend}. Sei TE.o/'(G). Dann heiJ3t die 
Vereinigung mindestens einer, aber nicht aller Komponenten von G - T ein T-Fragment. 
Ein Fragment F des Graphen Gist ein T-Fragment fur ein geeignetes T E .0/'( G). Wenn 
Fein Fragment von Gist, dann ist TF := G(N)(F; G)) E .0/'( G) und offensichtlich ist auch 
P:= G - (F U TF ) ein TF-Fragment. Wenn FI> F2 Fragmente von G mit FI <:; F2 sind, 
dann ist E(FI u TF,) <:; E(F2 u TF,), also P2 <:; Pl. 
Ein bez. der Inklusion minimales Fragment von G heiJ3t ein Ende von G und ein 
Fragment F von G mitIFI:= a( G):= min{IF'I: F' Fragment von G} heiJ3t ein Atom von 
G. Wegen seiner Minimaleigenschaft ist ersichtlich jedes Ende zusammenhangend. Jeder 
nicht vollstandige Graph hat mindestens ein Atom. Atome haben die folgenden wichtigen, 
in [5] bewiesenen Eigenschaften. 
SATZ a [5]. Seien A ein Atom von G und T E .0/'( G) mit Tn A;: 0. Dann ist A <:; T 
und IAI,;;;; f.L( G)/2. 
KOROLLAR b [5]. Seien A ein Atom und B;: A ein Ende von G. Dann ist An B = 0. 
Obwohl sich Teile des folgenden Lemmas schon in [5] finden, wollen wir es seiner 
grundsatzlichen Bedeutung wegen vollstandig beweisen. 
LEMMA L Sei T; E .0/'( G) und sei Fi ein T;-Fragment des Graphen G fur i = 1,2. Dann 
gelten die folgenden Aussagen: 
(a) Wenn FI n F2 ;: 0 ist, dann gilt I FI n T21 ~ I P2 n TIl und, falls FI n F2 kein Fragment 
von Gist, sogar IFI n T21> IF2 n TIl. 
(b) Wenn FI n F2 ;: 0 ist, dann sind FI n F2 und PI n P2 Fragmente von G oder es gilt 
Pl nP2= 0. 
(c) Wenn FI ein Ende von G mit FI <6 F2 und PI n P2 ;: 0 ist, dann ist FI n F2 = 0. 
BEWEIS. Wegen N(FI n F2: G) <:; (FI UTI) n (F2u T2) gilt (I) N(FI n F2; G) <:; 
(FI n T2) u (F2 n TI) u (TI n T2) =: T. Wenn FI n F2;: 0 ist, werden FI n F2 und PI u P2;: 
o durch T getrennt, also ist I TI ~ f.L ( G) =: n = I TI n F21 + I TI n T21 + I TI n P 21. Hieraus 
folgt:(2) IFI n T21 ~ I TI n P21. Wenn FI n F2;: 0 kein Fragment von Gist, gilt I TI > n, 
also IFI n T21> I TI n P2 1. Hiermit ist (a) bewiesen. Wenn PI n P2;: 0 ist, gilt nach (a) 
auch (3) IP2n TIl ~ IFI n T21. Wenn FI n F2;: 0;: PI n P2 ist, muJ3 also in (2) und (3) das 
Gleichheitszeichen stehen, was mit (a) liefert, daJ3 FI n F2 und PI n P2 Fragmente sind. 
Hiermit ist (b) bewiesen. Wegen FI n F2~ FI ergibt sich (c) unmittelbar aus (b) und der 
Definition eines Endes. 
LEMMA 2. Sei B ein Ende von G und sei T E .0/'( G) mit Tn B;: 0. Dann gelten die 
beiden folgenden Aussagen: 
(a) Wenn in G ein T-Fragment F mit F n jj;: 0 existiert, dann ist B <:; T und IBI,;;;; 
f.L( G)/2 oder es ist P <:; TB und IPI < f.L( G)/2. 
(b) Es ist B <:; T oder jj <:; T oder es existiert ein T-Fragment F <:; TB. 
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BEWEIS. (a) Sei Fein T-Fragment mit F n E ¥- 0. Wegen B n T ¥- 0 ist B'ib. F u F. 
Somit ergibt sich B n F = 0 aus Lemma l(c). Wenn auch F n E ¥- 0 ist, folgt ebenso 
Bn F= 0, also Be;; T, und nach Lemma l(a) weiter IBI~min(IFn TBI, IFn TBI)~ nl2 
mitn:= JL( G). Wir konnen also F n E = 0 annehmen. Dann ist Fe;; TB. Wenn B n F ¥- 0 
ist, folgt aus Lemma l(a) weiter IFI ~ min(IB n TI-l, IE n TI) < n12, da B n F kein 
Fragment ist. Sei also B n F = 0, somit Be;; T. Wenn IBI > nl2 ist, gilt IE n TI < nl2 und 
mit Lemma l(a) folgt IFI = IF n TBI ~ IE n TI < n12. 
(b) Wenn ein T- Fragment F mit F n E ¥- 0 existiert, folgt B e;; T oder Fe;; T B aus (a). 
Wir konnen also annehmen, daf3 fur jedes T- Fragment F gilt F n E = 0. Dann ist aber 
E e;; T. 
Das folgende Lemma* llif3t sich dem Beweis von Satz 1 in [11] entnehmen (vgl. auch 
Kap. VII, Lemma 2.1 in [10]). Mit Hilfe der Lemmata 1 und 2 wird sein Beweis sehr kurz. 
LEMMA 3. Sei B ein Ende des Graphen G mit IBI > JL( G)/2 und IBI;;. JL( G)/2 und sei 
T E fJi( G) mit Tn B ¥- 0. Dann existiert ein T-Fragment F mit F C;; TB und IFI < JL( G)/2. 
BEWEIS. Nach Lemma 2(a) konnen wir E C;; T annehmen. Wegen IBI + lEI> JL( G) 
existiert also ein T- Fragment Fo mit Fo n B ¥- 0. Da B ein Ende von Gist und Tn B ¥- 0 
gilt, ist nach Lemma l(a) dann lFon TBI'> IE n TI = lEI;;. JL( G)/2, also IFon TBI < JL( G)/2 
und, wie wir gerade sahen, nach Lemma 1 (a) somit Fo n B = 0. Also ist Fo ein T- Fragment 
mit Foc;; TB und IFol=IFon TBI<JL(G)/2. 
In einem Graphen G mit a( G) > JL( G)/2 gilt fur jedes Ende B nach Lemma 3 also 
B n Cr( G) = 0. So erhalten wir also 
KOROLLAR. Der Graph G sei nicht vollstiindig. Dann ist a( G) ~ JL( G)/2 oder es 
existieren disjunkte Fragmente FI und F2 mit FI u F2 C;; G - Cr( G). Insbesondere gilt a ( G) ~ 
! max(JL( G), I G - Cr( G)I) fiir jeden nicht vollstiindigen Graphen G. 
Fur jeden nicht vollstlindigen Graphen G mit I G - Cr( G)I ~ 2 LJL( G)/2j + 1 gilt nach 
diesem Korollar a( G) ~ LJL( G)/2j. Dies impliziert das Ergebnis von H. J. Veldman [11], 
daf3 jeder Graph G¥- Kb K2 mit IG-Cr(G)I~2LJL(G)/2j +1 eine Ecke vom Grad 
~~f.L( G) -1 enthlilt. 
SATZ 1. Sei G ein endlicher, nicht vollstiindiger Graph mit IG-Cr(G)I~JL(G)=: n. 
Dann tritt mindestens einer der beiden folgenden Fiille (a) und (b) ein. 
(a) Es existieren disjunkte Fragmente BI und B2 von G mit IBII ~ nl2 und (IB21 ~ nl2 
oder B2c;; G-Cr(G)); 
(b) Es existieren drei disjunkte Fragmente Bb B2, B3, wobei IBII~nI2 ist, und ein 
Fragment F von G mit BI C;; Fund B2 u B3 e;; TF u (F -Cr( G)). 
Insbesondere existieren disjunkte Fragmente FI und F2 von G mit IFII ~ nl2 und IF21 ~ 
!(n + I G - Cr( G)I). 
BEWEIS. Es existieren ein Atom A und ein Ende Be;; A von G. Fuhren wir zunlichst 
die Annahme I AI > n I 2 zum Widerspruch. N ach Satz a ist dann A e;; G - Cr( G). Wegen 
IBI ;;.IAI > nl2 und IG-Cr(G)1 ~ n ist somit B n Cr(G) ¥- 0. Also existiert ein TE fJi(G) 
mit Tn B ¥- 0. Wegen A e;; G - Cr( G) existiert ein T- Fragment F mit A e;; F, also F n E :::2 
A¥- 0. Hiermit folgt a(G)~nI2 aus Lemma 2 (a), im Widerspruch zu der Annahme 
IAI> n12. 
* Lemma 3 wurde auf Vorschlag des Referenten eingefiigt und damit die Argumentation etwas vereinfacht. 
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. Also gilt IAI ~ n/2 Wir konnen B n Cr( G) # 0 annehmen. Dann existiert T E fJi( G) 
mit TnB# 0. Falls ein T-Fragment F mit FnB# 0 existiert, folgt aus Lemma 2(a) 
IBI~n/2 oder IFI~n/2 und F£. TB , also FnA= 0. Wir konnen also weiterhin 
annehmen, daJ3 fiir jedes T E fJi( G) mit Tn B # 0 gilt B £. T. Da solche Texistieren, 
gilt also JL ( G') = n -I BI fiir G':= G - B und G' ist nieht vollstiindig. Sei x E B n Cr( G). 
Dann existiert ein T E fJi( G) mit x E T. Naeh obiger Annahme gilt B £. T. Also ist x E Cr( G') 
und so mit B n Cr( G) £. Cr( G'). Naeh dem Korollar zu Lemma 3 existiert ein Fragment 
F in G' mitlFl ~ JL( G')/2 < n/2 oder existieren disjunkte Fragmente FI und F2 von G' 
mit FI U F2£. G'-Cr( G') £. G'- (B nCr( G» = Tjju (B -Cr( G». Dajedes Fragment von 
G' aueh ein Fragment von Gist, leisten dann aber A und F oder A, FI und F2 das 
Gewiinsehte, wobei im letzteren Fall das vierte Fragment aus Aussage (b) gleieh B zu 
wahlen ist. 
KOROLLAR 1. Jeder endliche (n, 1)-Graph G # Kn+1 besitzt disjunkte Fragmente FI und 
F2 mit IFjl ~ n/2 fur i = 1, 2. 
Da fiir aile x E F j gilt y(x; G) ~ n + IFjl-l ~ 3n/2 -1, liefert Korollar 1 das Ergebnis 
von Y. O. Hamidoune [4], daJ3 jeder (n, I)-Graph (n;;.: 2) mindestens zwei Eeken vom 
Grad~3n/2-I enthiilt. Falls ein (n, I)-Graph nur zwei Eeken vom Grad~3n/2-I 
enthalt, dann ist IFII = IF21 = 1, d.h. diese beiden Eeken haben den Grad n, was von H. J. 
Veldman in [10] beweisen wurde. In [11] zeigte H. J. Veldman, daJ3 ein Graph der 
Zusammenhangszahl n mitIG-Cr(G)I~n-2l(n-I)/2J mindestens zwei Eeken vom 
Grad ~ 3n/2 -1 besitzt. Dies wird im folgenden Korollar verallgemeinert. 
KOROLLAR 2. Sei G ein nicht vollstiindiger Graph mit IG-Cr( G)I < JL( G)=: n. Dann 
existieren ein Fragment F von G mit IFI ~ n/2 und eine Ecke XoE G - F mit y(xo; G) ~ 
! max(3n -2, 3n +IG-Cr( G)I-3). 
BEWEIS. Wenn Fall (a) aus Satz 1 vorliegt, sind wir fertig. Seien also BI> B2, B3 und 
F wie in (b) von Satz 1 gegeben. Wir sind wieder fertig, wenn IBd ~ n/2 oder Bj £. 
G -Cr( G) fiir i = 2 oder i = 3 gilt. Wir konnen also IBd > n/2 und Bj n TF # (25 fiir i = 2,3 
voraussetzen. Sei etwa IB21~!ITFu(F-Cr(G»I~!(n+IG-Cr(G)I). Wenn B2nF# 0 
ist, dann gilt y(x; G)~ n -1 +IB21-I ~!(3n +IG-Cr(G)I-4) fiir jedes XE B2n F, da x 
zu keiner Eeke von F benaehbart sein kann, aber T B, n F # 0 ist. Also konnen wir B2 £. TF 
und weiterhin IB21> max([n+IG-Cr(G)I]/2-I, n/2) annehmen. Dann ist aber IB31~ 
n + IG -Cr( G)I-IB21 ~ !(n + IG - Cr( G)I + 1). Wegen IB31 > n/2 ist B3 n F # 0. Fiir aile 
x E B3 n F ergibt sieh aber wie oben y(x; G) ~ !(3n + IG - Cr( G)I- 3). 
Fiir ganze Zahlen ~ n, m mit l;;.: 4 und 1 ~ m ~ n n entstehe C,( n, m) aus einem Kreis 
der Lange 1 dureh Ersetzen von genau zwei benaehbarten Eeken dureh einen Km und 
aller anderen Eeken dureh einen K n - m • Diese Graphen C,(n, m) sind (n, I)-Graphen fiir 
alle zuliissigen Werte l, n, m. Fiir m < n/2 besitzt C,(n, m) genau zwei Fragmente F mit 
IF! ~ n/2. Also laJ3t sich Korollar 1 im allgemeinen nieht verscharfen. Fiir m = n/2 ist 
a( C,(n, m» = n/2 und C,(n; m) hat 1 (disjunkte) Atome. Wir werden in Korollar 1 zu 
Satz 2 zeigen, daJ3 jeder (n, I)-Graph G mit a( G) = n/2 mindestens vier Atome enthiilt. 
Wenn man von der GroJ3e der Fragmente absieht, kann man in (n, I)-Graphen allgemein 
die Existenz von vier disjunkten Fragmenten nachweisen. Dies wollen wir uns im folgen-
den iiberlegen. Die Graphen C,(n, m) fiir beliebiges l;;.: 4 und m < n/2 oder (I, m) = 
(4, n/2) zeigen, daJ3 es in einem (n, 1)-Graphen auch bei beliebig hoher Eckenzahl im 
allgemeinen nicht mehr als vier disjunkte Fragmente zu geben braucht. 
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LEMMA 4. Sei Fj ein Fragment des endlichen Graphen G fur i = 1, ... , m und m ~ 2. 
Dann konnen die folgenden 2m Bedingungen nicht gleichzeitig erfullt sein: 
F t nF2 ,c 0, 
Ft nF2 = 0, 
F2 nF3 ,c 0, 
F2nF3= 0, 
...... , 
..... , 
Fm _ t nFm,c0, Fm nFt ,c0, 
Fm_t nFm=0, FmnFt =0. 
BEWEIS. Wir fiihren die Annahme, aIle 2m Bedingungen seien erfiilIt, zum Wider-
spruch. Wir zeigen 11';1> 11';+tl fiir i = 1, ... , m (Indizes modulo m), woraus sich der 
Widerspruch IFtl > \P21 > ... > IFml > IFtl ergibt. Aus Fj n Fi+t,c 0 folgt nach Lemma 
l(a) IFj n T;+ll ~ \Pi+t n T;I, wobei 1j:= TFj sei. Wegen F; n Fi+t = 0 und F j n F j +t ,c 0 
ist also IFi+tl = \Pi+1 n F;j+IF;+l n T;1:s;; \Pi+t n F;\+IFj n T;+II < IF;I· 
BEMERKUNG. Lemma 4 ist nahe verwandt mit Lemma 1 aus [6], das wesentIich war 
fur den Beweis der Tatsache, daJ3 in einem minimal n-fach zusammenhiingenden Graphen 
jeder Kreis eine Ecke von Grad n enthiiIt. Der Beweis von Lemma 4 liiJ3t sich leicht auf 
unendliche Graphen mit endlicher Zusammenhangszahl ubertragen, wie es im Beweis 
von Satz 1 in [7] fur die Resultate aus [6] geschehen ist. Man kann Lemma 4 auch als 
die Tatsache interpretieren, daJ3 in einem in naheliegender Weise zu definierenden, 
gerichteten 'Fragmentgraphen' keine kontinuierlich gerichteten Kreise existieren. 
In den folgenden drei Lemmata sei immer vorausgesetzt, daJ3 G,c Kn+l ein endlicher 
(n, I)-Graph ist, der keine vier disjunkten Fragmente besitzt, und daJ3 A ein Atom von 
Gist. In Satz 2 werden wir mit Hilfe dieser Lemmata dann beweisen, daJ3 kein solcher 
Graph existieren kann. Es wird hiiufig benutzt werden, daJ3 kein T E $( G) zwei disjunkte 
Fragmente von G enthiiIt, daja sonst vier disjunkte Fragmente in G existierten. Weiterhin 
sei G':= G - A. Da ein T E @P( G) mit Tn A ,c 0 existiert und nach Satz a dann A£;; T 
gilt, ist /-L( G') = n -IAI und G' nicht vollstiindig. Also hat G' Fragmente und jedes 
Fragment F von G' ist auch Fragment von G ~nd es gilt N(F; G) = N(F; G') u E(A). 
LEMMA 5. Sei C ein Ende von G - A und sei T E @P( G) mit Tn C ,c 0. Dann ist 
TnA= 0. 
BEWEIS. Wir fiihren die Annahme Tn A ,c 0 zum Widerspruch. Nach Satz a ist dann 
A£;; T, also T':= T - A E @P( G'). Lemma 2(b) liefert dann C £;; T' oder C £;; T' oder E (F) £;; 
N( C; G') fUr ein gewisses T' -Fragment F von G'. 1m letzteren Fall enthiilt TcC = 
G(N( C; G»), im Faile C £;; T' oder C £;; T' aber T zwei disjunkte Fragmente von G, 
niimlich A und eines der Fragmente F, C, C. 
LEMMA 6. Es existieren' genau zwei Enden B von G mit B £;; A, und zwar sind diese 
disjunkt. 
BEWEIS. Wenn BI> B2 verschiedene Enden von G mit Bi £;; A fur i = 1, 2 sind, dann 
sind Bt und B2 disjunkt nach Lemma l(c) wegen A£;; iit n ii2. Also gibt es hochstens 
zwei Enden B von G mit B £;; A. Fiihren wir die Annahme, es existiere nur ein Ende B 
von G mit B £;; A, zum Widerspruch. Der Graph G - A hat mindestens zwei disjunkte 
Enden Ct und C2. Es ist Ct n B,c 0 oder C2 n B,c 0, da sonst Ct , C2 , B, A vier disjunkte 
Fragmente von G wiiren; sei etwa Ct n B ,c 0. Da G kritisch ist, existiert ein T E @P( G) 
mit Tn C I n B ,c 0. N ach Lemma 5 ist Tn A = 0. Also existiert ein T- Fragment F mit 
A£;; F. Dann ist aber F £;; A und F enthiilt ein Ende B' von G mit B' £;; A und B',c B 
wegen Tn B ,c 0. 
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LEMMA 7. Seien BI und B2 die beiden nach Lemma 6 existierenden Enden von G, die 
in A liegen. Dann enthiilt jedes Fragment von G mindestens eines der drei disjunkten Enden 
A, BI> B2 • 
BEWEIS. Sei Fo ein Fragment von G und sei B ~ Fo ein Ende von G. Wir fiihren die 
Annahme B ~ A, BI> B2 zum Widerspruch. Wegen Korollar b ist dann B n A = 0 und 
wegen Lemma 6 gilt B ~ A. Also ist B n TA ~ 0 und nach Satz a somit A ~ TB • 
Wir iiberlegen uns zunachst 
(Z) 
Sei also BlnB~ 0. Nach Lemma l(b) gilt dann (a) BlnB~ 0 und ElnE= 0. Da 
G kritisch ist, existiert ein T E 81'( G) mit Tn B n BI ~ 0. Da Bauch ein Ende von G - A. 
ist, folgt Tn A = 0 aus Lemma 5. Also existiert ein T-Fragment F mit A ~ F. Somit ist 
F ~ A und wegen Tn BI ~ 0 also B2 ~ F nach Lemma 6. Wegen A ~ F n EI und BI 
Ende mit BI n T ~ 0 gilt nach Lemma 1 (b) dann (b) F n EI ~ 0 und F n BI = 0. Ware 
En F ~ 0, lieferte Lemma l(b) ebenso B n F = 0, da B ein Ende mit B n T~ 0 ist. 
Dann wiirden aber die Relationen (a), (b) und En F ~ 0 und B n F = 0 bestehen, im 
Widerspruch zu Lemma 4 fiir m = 3, angewandt auf BI> E, F. Also gilt En F = 0 und 
damit En B2 = 0, wie behauptet. 
Da B, BI> B2 nicht disjunkt sind, sei etwa B n BI ~ 0. Aus (Z) ergibt sich hiermit 
B2nE= 0, also E(B2)~E(B)uE(TB). Es kann nicht B2~ TB gelten, da sonst TB die 
disjunkten Fragmente A und B2 enthielte. Also ist B2 n B ~ 0 und somit BI n E = 0 
nach (Z). Dann hatte aber G die vier disjunkten Fragmente E, BI> B2 und A. 
Wir konnen nun leicht zeigen, da~ ein Graph mit den in den letzten drei Lemmata 
vorausgesetzten Eigenschaften gar nicht existieren kann. 
SATZ 2. Jeder endliche, kritisch n-fach zusammenhiingende, nicht vollstiindige Graph 
besitzt ein System von vier disjunkten Fragmenten. 
BEWEIS. Wir nehmen die Existenz eines endlichen (n, I)-Graphen G~ Kn+1 ohne vier 
disjunkte Fragmente an. Dann existiert ein Atom A von G und nach Lemma 6 gibt es 
zwei disjunkte Enden BI und B2 von G in A; sei B3 := A. Da G kritisch ist, existiert ein 
Ti E f!( G) mit T; n Bi ~ 0 fiir i = 1, 2, 3. Nach Lemma 7 liegen Bi- I und Bi+! in ver-
schiedenen Komponenten von G- T; fiir i = 1, 2, 3 (Indizes modulo 3). Sei etwa Fi die 
Komponente von G - Ti mit Bi- I ~ Fi, also Bi+! ~ Fi. Dann ist Bi ~ Fi+1 n Fi- I fiir i = 
1,2,3. Also sind die (~0)-Bedingungen aus LemIl).a 4 fiir FI> F2 , F3 erfiiIlt. Also konnen 
nicht aIle (= 0)-Bedingungen in Lemma 4 erfiiIlt sein. Also existiert ein io mit Fi,,+1 n 
Fi,,-I ~ 0. Nach Lemma l(b) ist dann F:= Fi,,+! n Fi,,-I ein Fragment von G. Fiir dieses 
Fragment F gilt aber F n Bi" = 0 und wegen Ti n Bi ~ 0 weiterhin Bi,,+1 ~ Fund Bi,,-I ~ F. 
Dies steht aber im Widerspruch zu Lemma 7. 
Wir hatten im Absatz vor Lemma 4 gesehen, daj3 ein (n, I)-Graph G mit a( G) < nl2 
nicht mehr als zwei Fragmente F mit IFI ~ nl2 zu enthalten braucht. Es ergibt sich nun 
leicht aus Satz 2, daj3 jeder (n, I)-Graph G mit a( G) = nl2 vier disjunkte Fragmente F 
mit IFI = nl2 besitzt. Dies verallgemeinert das Ergebnis von L. Nebesky aus [9], daj3 jeder 
(2, I)-Graph G ~ K3 mindestens vier Ecken vom Grad 2 hat. 
KOROLLAR 1. Jeder endliche (n, I)-Graph G mit a( G) = nl2 hat mindestens vier (dis-
junkte) A tome. 
Disjunkte Fragmente in Graphen 359 
BEWEIS. Wenn a( G) = nl2 fur einen (n,I)-Graphen G gilt, dann eXlstlert nach 
Lemma 3 kein Ende B von G mit IBI > n12. Dann ist also jedes Ende von G ein Atom 
von G und Korollar 1 folgt aus Satz 2. 
Fur 1 ~ 2 sei L/ der 'Leitergraph mit 1 Sprossen' (:= kartesisches Produkt des K2 mit 
einem Weg der Lange 1-1; vgl. Kap. II, §5 in [3]). Fur gerades n~2 und beliebiges 
1 ~ 2 ist dann der Graph H/(n):= L/[Kn /2] ein (n, I)-Graph mit a(H/(n)) = n12, der nicht 
mehr als vier Atome besitzt. Dieses Beispiel zeigt, daJ3 Korollar 1 (und Satz 2) scharf ist. 
Es konnte sein, daJ3 sich Satz 2 auf (n, k)-Graphen verallgemeinern laJ3t. 
VERMUTUNG Vk. Jeder endliche, nicht vollstandige (n, k) -Graph hat ein System von 2k + 2 
disjunkten Fragmenten. 
Der Graph Sk entstehe aus dem K 2k+2 durch Weglassen der Kanten eines I-Faktors. 
Dann ist Sk[Km ] ein (2km, !C)-Graph, der keine 2k+3 disjunkten Fragmente enthalt. 
Also kann man im allgemeinen nicht mehr erwarten als in Vk vermutet. In dem auf 
Vermutung 4 folgenden Absatz in [8] wurde gezeigt, daJ3 die Richtigkeit von Vk - 1 
impliziert, daJ3 fur jeden (n, k)-Graphen G gilt a( G),,;;; n12k, was von R. C. Entringer 
und P. J. Slater in [2] vermutet wurde. Somit haben wir in Erweiterung von Satz a das 
folgende. 
KOROLLAR 2. Fur jeden (n, 2)-Graphen G gilt a(G),,;;; n14. 
Die Graphen S2[Km ] zeigen, daJ3 dies bestmoglich ist. 
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